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Две плоские струи невязкой 
жидкости, соударяются друг с 
другом так, как это показано на 
рисунке. Задача рассматривается 
в линейном приближении . Ско­
рости соударяющихся струй рав­
ны: Vi = V2 =И . Если углы у1 , у2 
малы, то из условия равенства 
проекций количеств движения на 
ось у следует р1Н1у1 = р2Н2у2 , где р1 , Pz - плотности, Н1 = ;rh1, Н2 = tr~ 
- ширины струй. 
На свободных границах давление P=const. На линии контакта выпол­
няются динамическое (непрерывность давлений) и кинематическое (не­
прерывность нормальных составляющих скоростей) условия. В системе 
координат, связанной с точкой контакта М , стационарное течение описы­
вается комплексными потенциалами 
Wj(z)=Uz+w/z), wj(z)=tpj(x,y)+i\lfj(x.y), J=l,2 . 
Для решения задачи достаточно найти функции w j ( z) или их производные. 
В линейном приближении граничные условия сносятся на границы ли­
неаризованной области D = D1 U D2 , которая в плоскости z = z / / пред-
ставляет собой полосу шириной (Н1 + Н2 )//, разрезанную вдоль отрица­
тельной части оси i . В дальнейшем знак - опустим. Влиянием сил тяже­
сти и поверхностного натяжения на свободных границах будем пренебре­
гать и учитывать их лишь на границе контакта. В результате получим сле­
дующие граничные условия 
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где 
IP;, (х,у) =О, -оо < х < оо, У;= Н1 /1, 
IP;)x,0)=0, х<О, 
1 1/12 (х,0)-У11'1 (x,O)-vl/l1(x,0)=--1/11 (х,О), х>О, (1) У У ~ а 
1/12х(х, О)= l/lix(x, О), х >О, 
r = Р1/ Р2, v =(1-r)l(lFr), Fr = И2 l(g /), We= p2U2l/T, 
Т - коэффициент поверхностного натяжения. Сюда нужно еще присоеди­
нить условне на бесконечности 
l/li (х~-оо)=/Иу1 , 1/12 (х~-оо)=-1Иу2 . х х 
Уравнение (1) записано в общем виде и имеет место при совместном 
учете влияния силы тяжести и поверхностного натяжения, но вследствие 
линейности задачи справедлив принцип наложения течений, поэтому за­
дачи с учетом весомости и поверхностного натяжения будем рассматри­
вать отдельно. В первом случае, при формулировке динамического усло­
вия, следует положить Т = О, а во втором v = О . 
1. Соударение тяжелых жидкостей. Для решения задачи отобразим 
полосы Di : О < у < Н1 / l, -оо < х < оо , и D2 : - Н 2 / / < у < О, -оо < х < оо , на 
полосы шириной ±п- . Эти отображения имеют вид z 1 = k1z, k1 = tr/h1 . 
Пусть в плоскости z известна зависимость r(x) = l/li (х) = 1/12 (х), х >О, х х 
у=О. Тогда в плоскостях z1 будут известны функции r;(x1)=r(k1x), со­
ответственно, и функции w1, можно восстановить как решения смешан­
ных краевых задач. Решения будем искать в классе функций, имеющих в 
точке z =О порядок O(z-1!2 ). Такой характер особенности диктуется уче­
том в линейной постановке влияния кумулятивной струи, образующейся 
при соударении струй. Таким образом, можно записать 
w1,Cz1)=(-l);+1 g(z1)jr/~1)Ц1 +~. 
п- о g;(~1,z1) g(z1) 
где g(z1) = (/1 -1)112' g;(~J• z1) = е -~1 (i1 -ez; )(i1 -1)112' кJ = -Иr1 
для функции g( z), однозначной в плоскости, разрезанной по оси х < О . 
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Оrсюда при z 1 = х 1 > О получим 
(2) 
где сингулярные операторы 
А ·Г · = g(x1) ""Jr/~1 )d~1 J J , j = 1, 2. 
1! о g1(~J• z1) 
(3) 
Имеет место формула обращения: если A1r1(x1) = f(x1), то 
r1(x1)=BJ(x1)+b1, (4) 
l""i1 f(q.)dq . где B1f(x1) = -- J " 1 ~ 1 , а Ь1 - произвольные постоянные. 1!о е1 -e l 
Используя значения rp1x 1 (х) из (2), представим динамическое условие 
( 1) в следующем виде 
-A2r1(X1)-rA1r1(x1)-V'tf1(X1)= ~-~. (5) 
g(x1) g(h1) 
В (3) для j = 2 перейдем от интегрирования по ~2 к интегрированию по 
~1 , т. е. введем замену q2 = kq1, k = hi / ~ , х2 = h 1 . С учетом 
Г2 ( k~\) = Г1 ( ~\ ) ПОЛ)'ЧИМ 
A2r2 (х2 )= g(kx1) j 'i (~1 )d(k~1) A2'i (х1). 
1! о g1(k;1, h1) 
Здесь интегральный оператор от r1 ( ; 1) обозначен как А2 r1 ( х1 ), чтобы не 
вводить новых обозначений. Учитывая это, применим к выражению (5) 
оператор В1 • На основании формул обращения ( 4) и равенства 
Вi(g- 1 (h1))=0 получим 
B1A2r1 (х1 ) + yr1 (х1 ) + vB1'tf1 (х1 ) = к2В1 (g-1 (kx1 )) + Ь~. (6) 
В первом слагаемом последнего соотношения переставим порядок интег­





B1A2r1 (х1 ) = r1 (х1 ) + J S(x1 ,<Т)'j (u)du. 
о 
Подставив (7) в ( 6), получим уравнение 




где o=vl(l+y), Лх1)=к2В1(g-1 (kх1)), а=соnst.Длярешенияуравнения 
(8) применим метод Винера-Хопфа [2, 3]. Пусть при х1 <О 
~ coJ IJl1 (~1 )d;1 = r-(x ) . 
~1-х1 1 1 я о е -
Тогда из (8) получим уравнение 
{
r-(x1) х1 <О 8 со (; )Ц ' ' 
- J IJIJ 1 1 = 1 00 
7r -<0 e~i-xi -1 'j(x1 )+--JS(x1 ,~1 )r1 (;1)d;1 -р(х1)-а, Х1 >0. 
1+ r о 




K(a)R+(a)+R-(a)+ J M(a,;1)R+(;1)d;1 +G(a)-~=0, (9) 
-<() 1а 
о К(а) = 1- -cthяa, О< Jm а< 1, 
а 
00 
R+ (а)= J eiax1 r1 (х1 )dx1' 
о 
о 
R-(a)= J eiaxir-(x1)dx1, 
• ~ . ф 
S(a,q1)= Je'ax1S(x1,;1)dx1, G(a)= jeiax1f(x1)dx1. 
о о 
(10) 
Для решения функционального уравнения (9) необходимо факторизо­
ватъ функцию К(а), т. е. представить ее в виде произведения 
К(а) =к+ (а)К-(а), где к+ (а) - функция, регулярная и не обращающая-
ся в нуль в верхней полуплоскости, а к-(а) - функция, обладающая ана-
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логичными свойствами в нижней полуплоскости. Представим выражение 
для функции К (а) в виде 
К(а) = а-2 К1 (а)К2 (а), 
где 
К1 (а) =alshJZ"a, К2 (а) = ashJZ"a -Ь'сh 7Z'a. 
Функцию К1 (а) легко факторизовать 
t( l . ) К1 а)= f;Г(l=t=za , 
а Ki(a) представляют собой целые четные функции, для которых спра­
ведливо представление в виде бесконечных произведений. Тогда для 
к±(а) получим 
к±(а)=± {8' Г(l=t=ia)TT(l+ ia)etialne'fФ(a)[I-a_:ao2]· (11) v; n=l ап а 
где ±а0 являются действительными, а an=i(n+cn) (n=1,2," . , 
О< сп< 0,5, сп~ О при п ~ оо) - мнимыми корнями уравнения 
а sh JZ"a - б ch яа = О . 
В уравнении (11) Ф(а) - целая функция. Она обеспечивает необходи­
мое поведение функций к±(а) при а~оо . В случае, когда Ф(а)=iСа, 
где с= 0,5772". -постоянная Эйлера, к+ (a)-O(iai2 ), к-(а)-О{jаГ2 ) . 
Введем далее функции 
G (а)= G(a)- a/i а' N(a) = _1 - ""J М(а,~ )R+ (~ )d~ 
1 к-(а) к-(а)_,,, 1 1 1 
и представим их в виде сумм двух функций, регулярных, соответственно, в 
верхней и нижней полуплоскостях, используя формулу 
F±(a) = ±-1-1 F(t) dt. 
2яi _,,, t-a 
(12) 
В результате указанных преобразований уравнение (9) приводится к виду 
к+ (a)R+ (а)+ N'" (а)+ G1+ (а)= - R-(a) - N-(a)- G1-(a) = Р(а), (13) к-(а) 
где Р(а) - полином, имеющий порядок, определяемый порядком левой 
части уравнения на бесконечности. Проведя оценки, можно показать, что 
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Р(а) =О. Таким образом, для R+ (а) получим уравнение 
K+(a)R+ (а)+ N+ (а)= -G1+ (а), а= а+ ii-, 
в котором 
00 
N+(a) = J Q(a,;1)R+(;1)d;1, 
Q(a,;,)=-1-j M(t,q1) dt. 
2яi _.., к-(t)(t- а) 
Совершив в ( 1 З) переход а ~ а + iO, получим уравнение 
"' 
(14) 
K+(a)R+(a)+ J m1(a,q)R+(;)d;=C-G1+(a), (15) 
-00 
где т(а,;) - предельные значения интеграла (14), вычисленные по фор­
муле Сохоцкого. 
Так как к•(ст)=(а2 -аб°)К+(а), где к+(а):;tО для Vсте(-00,00), то 
( 15) представляет собой интегральное уравнение третьего рода. Его можно 
преобразовать в уравнение второго рода для новой функции, введя ее сле­
дующим образом. Продолжим уравнение в комплексную область пере­
менного а и положим 
+ аа +Ь -R (а)= 2 2 +R(a). а -а0 
(16) 
Определим коэффициенты а и Ь так, чтобы правая часть полученного 
уравнения обращалась в нуль при а = ±а0 . Эти коэффициенты будут зави­
сеть от двух произвольных параметров, обусловленных исключением из 
интервала интегрирования окрестностей точек ±а0 для устранения осо-
бенностей преобразованного ядра уравнения. Полученное уравнение затем 
очевидным путем преобразуется в интегральное уравнение второго рода. 
Асимптотическое поведение функции 
\f/1xCx1) = lj (х1 ) =-1- j e-iaxi R+(a)da 2tr -00 (17) 
при х1 ~ оо определяется первым слагаемым в (16). Заменив интеграл в 
(17) контурным, получим, что r10c(x1) определяется суммой вычетов по­
дынтегральной функции в точках ±а0 . Так как граница раздела находится 
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из уравнения 77=-1f1(x)/U, то 77-Acos{Jx+Bsin/Jx, {J=a0 1/h1 , А, В -
произвольные постоянные. 
Таким образом, при соударении двух тяжелых жидкостей на границе 
раздела образуются волны. При / = h1 длина волны А.= 2я / а0 и зависит от 
б = (1- у)/[(1 + y)Fr] . С увеличением числа Фруда длина волны увеличивает-
ся. 
В случае Н1 = Н 2 в уравнении ( 13) N (а) = О , G; (а) = а/ ia и, следователь-
но, 
R+(a) =-G+1(a)/ К+(а). 
Функция r1 (х1 ) находится путем перехода в формуле обращения к контур­
ному интегрированию и применения теории вычетов. Для х1 > О получим 
В случае соударения невесомых жидкостей при Н1 t:. Н2 функция 
l'j ( х1 ) находится из интегрального уравнения Фредгольма, которое следует 
из уравнения (8) при б =О. 
2. Соударение капиллкрных струй. При рассмотрении задачи с учетом 
поверхностного натяжения ограничимся, для простоты, случаем Н1 = Н 2 . 
В этом случае уравнение (5) будет иметь вид 
-(1+y)Al//1(x)+v1f1 (х)=(ук1 -к2 )/g(х), 
"" 
где, для удобства записи, положим v = 1/We . 
Применив к уравненюо ( 18) оператор В , получим 
1/11, (х) = -Ё... j"'1~~-:~)d~ +а, 
я 0 е~ -1 




Применим метод Винера-Хопфа. Пусть при х < О 
"<XJI"'·~~ <~)d~ -
- ~ = r (х). 
7t о е -х -1 
Тогда из ( 19) получим уравнение 
~ j 'l't~~(~)d~ ={-r-(x), х<О, 
7t _,,, е~-х -1 -'!'1 "(х)+а, х>О. 
Применяя преобразование Фурье, получим 
(20) 
где R± (а) определяются формулами ( 1 О), а К (а) = 1 - ба cth 7ta . Фактори­
зуя функцию К и введя обозначение 
G(a) = - а , 
ia к-(а) 
представим G(a) по формулам (12) . Тогда уравнение (20) можно записать 
в виде 
Здесь 
Где ±ао ЯВЛЯЮТСЯ деЙСТВИiеЛЪНЫМИ, а ап = i(n ±Сп) ( n = 1, 2, .. . , 0 <Сп < 1t f 2, 
сп~ О при п ~ оо )- мнимыми корнями уравнения 
sh7ta б 
---- ch 7ta=O , 
7ta " 
причем действительные корни ±а0 существуют лишь в случае когда б 1 7t < 1. 
+ 1 1-3/2 1 1-1 /2 При Ф(а) = iCa К (а)-0( а ) , к-(а)-0( а ) . 




+ а 1 "'J -iax + G (а)=--:- . 'l'ix(x) =- е R (a)da, 
1а 271' 0 
получим, применяя теорию вычетов, 
Огсюда можно заключить, что при соударении капиллярных струй на гра­
нице раздела при х ~ со образуются волны длины А. = 271' / а0 , но лишь то­
гда, когда б / 71' < 1. При этом длина волны уменьшается, когда а0 ~ со, что 
имеет место при б = Т ![р2И21(1 +у)]~ О, то есть когда коэффициент на­
тяжения Т ~ О. 
Работа выполнена при частичной финансовой поддержке научной про­
граммы "Фундаментальные исследования высшей школы в области есте­
ственных и гуманитарных наук. Университеты России". 
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